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Введение и формулировка результатов
Диффеоморфизм f : Mn → Mn связного замкнутого гладкого многообразия Mn раз-
мерности n называется диффеоморфизмом Морса –Смейла, если его неблуждающее множе-
ство Ωf конечно и состоит только из гиперболических периодических точек, и для любых
различных седловых периодических точек p, q ∈ Ωf инвариантные многообразия W sp , W uq
либо не пересекаются, либо пересекаются трансверсально.
С.Смейл в работе [17] (Theorem A) показал, что градиентный поток функции Мор-
са на произвольном многообразии Mn может быть сколь угодно близко аппроксимирован
(в C1-топологии) потоком Морса –Смейла, что доказывает существование диффеоморфиз-
мов Морса –Смейла на любом многообразии (например, являющихся сдвигами на единицу
времени вдоль траекторий потока Морса –Смейла).
Обозначим класс диффеоморфизмов Морса –Смейла на трехмерном многообразии M3
через MS(M3).
Пусть f ∈MS(M3). Непустое пересечение W sp∩W uq , где p, q — различные седловые точ-
ки диффеоморфизма f , называется гетероклиническим, при этом в случае dim(W sp ∩W uq ) =
= 1 компонента связности пересечения W sp ∩ W uq называется гетероклинической кривой,
а в случае dim(W sp ∩W uq ) = 0 любая точка пересечения W sp ∩W uq называется гетерокли-
нической точкой. Диффеоморфизм f ∈ MS(M3) называется градиентно-подобным, если
из условия W sp ∩ W uq = ∅ следует, что размерность множества W up меньше размерности
множества W uq . Это условие означает, что диффеоморфизм f ∈ MS(M3) является гради-
ентно-подобным тогда и только тогда, когда его неблуждающее множество не содержит
гетероклинических точек.
Диффеоморфизмы Морса –Смейла обнаруживают замечательную взаимосвязь между
динамикой и топологией несущего многообразия. Так, в работе [3] показано, что если сохра-
няющий ориентацию диффеоморфизм f ∈MS(M3) на ориентируемом многообразии M3 не
имеет гетероклинических кривых, то многообразие M3 диффеоморфно либо сфере S3, либо
связной сумме многообразий S2 × S1 (см. утверждение 6). Отсюда, в частности, следует,
что если фазовое пространство диффеоморфизма Морса –Смейла есть трехмерный тор, то
его блуждающее множество необходимо содержит гетероклинические кривые. В работе [6]
для градиентно-подобных диффеоморфизмов с тривиально вложенными сепаратрисами на
ориентируемых 3-многообразиях установлены соотношения между структурой множества
неблуждающих орбит и разложением Хегора несущего многообразия.
В настоящей работе получены достаточные условия, при выполнении которых несу-
щее ориентируемое трехмерное многообразие диффеоморфизма Морса –Смейла является
локально-тривиальным расслоением над окружностью (что означает наличие по крайней
мере одной циклической фазовой переменной). Простейшим примером таких многообразий
является прямое произведение Sg × c некоторой поверхности Sg рода g  0 и окружно-
сти c. Все рассматриваемые в работе многообразия описываются следующей конструкцией.
Пусть τ : Sg → Sg — некоторый гомеоморфизм. Обозначим через M3g,τ фактор-пространство
прямого произведения Sg × [0, 1]/∼ по отношению эквивалентности (z, 1) ∼ (τ(z), 0).
Для диффеоморфизма f ∈ MS(M3) обозначим через Ωif множество всех периодиче-
ских точек, размерность неустойчивого многообразия которых равна i ∈ {0, 1, 2, 3}, и поло-
жим Σf = Ω1f ∪Ω2f .
Обозначим через Φ(M3) класс сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса –
Смейла на ориентируемом многообразии M3, такой, что для произвольного диффеоморфиз-
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ма f ∈ Φ(M3) множество седловых периодических точек представляется как объединение
двух подмножеств Σf = Σa ∪ Σr и
• каждая компонента связности множеств A = W u
Σa
∪Ω0f , R = W sΣr ∪Ω3f является ручно
вложенной ориентируемой поверхностью1.
Примеры фазовых портретов диффеоморфизмов из класса Φ(M3) приведены на ри-
сунке 1. Несущее многообразие в обоих примерах диффеоморфно прямому произведению
сферы на окружность, при этом на рисунке изображена развертка этого многообразия,
разрезанного по двумерной сфере R. На рисунке справа штрихпунктиром выделены гете-
роклинические кривые.
Рис. 1. Примеры фазовых портретов диффеоморфизмов из класса Φ(M3).
Напомним, что замкнутое инвариантное множество A называется аттрактором диф-
феоморфизма f : M3 → M3, если оно имеет компактную окрестность UA, такую, что
f(UA) ⊂ intUA и A =
⋂
k0
fk(UA). Окрестность UA при этом называется захватывающей.
Множество R называется репеллером диффеоморфизма f , если оно является аттрактором
для диффеоморфизма f−1.
Лемма 1. Множества A, R являются, соответственно, аттрактором и репеллером
диффеоморфизма f ∈ Φ(M3). Каждая компонента связности V множества M3 \ (A ∪R)
содержит в своем замыкании ровно по одной связной компоненте множеств A, R.
Теорема 1. Пусть f ∈ Φ(M3). Тогда существует целое число gf  0 и гомеоморфизм
τf : Sgf → Sgf , такие, что
1) любая компонента связности множества A ∪R гомеоморфна поверхности Sgf ,
2) замыкание любой компоненты связности V множества M3 \ A ∪ R гомеоморфно
Sgf × [0, 1],
3) M3 диффеоморфно M3gf ,τf .
1Поверхностью называется замкнутое двумерное многообразие.
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Следствие 1. Пусть f ∈ Φ(M3) и выполняется одно из следующих условий:
1) gf = 0,
2) gf = 0 и существует компонента связности K0 ⊂ A∪R, такая, что K0∩Ωf состоит
более чем из двух точек.
Тогда блуждающее множество f содержит по крайней мере одну гетероклиническую
кривую.
В разделе 4 описывается подход, примененный впервые в работе [8] и позволяющий
использовать следствие 1 для исследования динамики магнитного поля плазмы. Мы вво-
дим понятие компактифицируемого движения, описывающего динамику рассматриваемых
магнитных полей, и доказываем следующую теорему.
Теорема 2. Пусть f0 : M3g → f0(M3g) — компактифицируемое движение тела
M3g ⊂ R3, принадлежащего некоторой области плазмы с магнитным полем B. Если f0
индуцирует диффеоморфизм f ∈ Φ(M3), удовлетворяющий условиям следствия 1, то по-
ле B имеет гетероклинический сепаратор в M3.
1. Аттрактор и репеллер диффеоморфизма f ∈ Φ(M 3)
Этот раздел посвящен доказательству леммы 1. Покажем, что множество A является
аттрактором диффеоморфизма f (переходом к диффеоморфизму f−1 аналогично доказы-
вается, что R — репеллер).
Согласно [16], на множестве периодических орбит {Op, p ∈ Ωf} диффеоморфизма
f ∈MS(M3) определено отношение (транзитивное) частичного порядка ≺: Op ≺ Oq тогда
и только тогда, когда W sOp ∩W uOq = ∅. В силу трансверсальности пересечения W sOp ∩W uOq
условие W sOp ∩ W uOq = ∅ влечет неравенство n − dimW uOp + dimW uOq  n, откуда
dimW uOp  dimW
u
Oq . Это позволяет ввести на множестве периодических орбит, принадле-
жащих множеству A, отношение Op  Oq, такое, что
1) если dimW uOp  dimW
u
Oq , то Op  Oq,
2) если Op ≺ Oq, то Op  Oq.
Выберем нумерацию периодических орбит, принадлежащих A, согласованную с вве-
денным отношением порядка: пусть O1  O2  . . .  Ok — все периодические орбиты
диффеоморфизма f , принадлежащие A.
Из определения класса Φ(M3) следует, что для любых двух орбит Oi  Oj не суще-
ствует точки r ∈ Ωf ∩R, такой, что Oi  Or  Oj . Отсюда, в силу работы [9], следует, что
множество A является аттрактором.
Для связности изложения приведем здесь схему построения захватывающей окрестно-
сти для A (см. также доказательство теоремы 2.2.2. в книге [5]). Будем обозначать через
mi период орбиты Oi, через qi — размерность многообразия W uOi .
При построении используется следующее вспомогательное утверждение (см. лемму 2.2.1
в книге [5]).
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Утверждение 1. Для любой периодической орбиты Op диффеоморфизма Морса –
Смейла f ∈MS(Mn) существует окрестность Up, в которой определена локальная функ-
ция Морса –Ляпунова ψp : Up → R, обладающая следующими свойствами:
1) ψp(f(x)) < ψp(x) для любого x ∈ (f−1(Up) \ Op) и ψp(f(x)) = ψp(x) = 0 для x ∈ Op,
2) множество критических точек функции ψp невырожденно и совпадает с орбитой Op,
3) в окрестности произвольной точки r ∈ Op существуют локальные координаты (ко-
ординаты Морса) x1, . . . , xn, такие, в которых функция ψi имеет вид ψ(x1, . . . , xn) =
= ψ(p)− x21 − . . .− x2qp + x2qp+1 + . . . + x2n, где qp = dimW uOp, и (W ur ∩ Up) ⊂ Ox1 . . . xqp,
(W sr ∩ Up) ⊂ Oxqp+1.
Положим Al =
l⋃
i=1
W uOi , l ∈ {1, . . . , k}. Покажем индукцией по l, что множество Al
является аттрактором (построив захватывающую окрестность Ml). Так как A =
k⋃
i=1
W uOi ,
то отсюда будет следовать первое утверждение леммы 1.
База индукции: l = 1. Из определения порядка  следует, что O1 — стоковая пери-
одическая орбита и, следовательно, Al = W uO1 = O1. Согласно лемме 1, существует окрест-
ность U1 ⊂W sO1 орбиты O1 и локальная функция Морса –Ляпунова ψ1 : U1 → R, имеющая
вид ψ1(x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23 в локальных координатах x1, x2, x3 в окрестности точки
ω ∈ O1. Тогда существует значение ε1 > 0, такое, что множество M1 = ψ−11 ([0, ε1]) является
объединением m1 экземпляров шаров, которое в силу пункта 1) утверждения 1 обладает
свойством f(M1) ⊂ intM1 и A1 =
⋂
i∈N
f im1M1.
Шаг индукции. Предположим, что мы построили захватывающую окрестность Ml−1
для Al−1. Построим захватывающую окрестность Ml. Если ql = 0, положим Ml = Ml−1+M˜l,
где M˜l — окрестность орбиты Ol, построенная аналогично случаю l = 1.
Рассмотрим случай ql > 0. Не уменьшая общности, можно считать, что Sl−1 = ∂Ml−1
трансверсально пересекает W uOl . Так как W
uOl \W uOl = Al−1, то существует окрестность Nul
множества W uOl , такая, что пересечение Sl−1 ∩ ∂Nul состоит из конечного множества ком-
понент.
Согласно лемме 1, существует окрестность Ul ⊂ (Nul ∪W sOl) множества Ol и функция
ψl : Ul → R, имеющая вид ψl(x1, x2, x3) = −x21 + (−1)ql+1x22 + x23 в локальных координа-
тах x1, x2, x3 в окрестности точки p ∈ Ol. Тогда по λ-лемме существуют значение εl > 0
и натуральное число k, такие, что каждое из множеств Gl = ψ−1l (εl) и f(Gl) пересекает
f−k(Sl−1) по конечному множеству компонент связности.
Положим Hl = ψ−1l ((−∞, εl]) и Ml = f−k(Ml−1) ∪ Hl. Тогда f(Hl) \ int f−k(Ml−1) ⊂
⊂ intMl. Проверим, что f(Ml) ⊂ intMl. Действительно, это верно для любой точки
x ∈ f−k(Ml−1), так как f(Ml−1) ⊂ intMl−1 по предположению индукции. Это также вер-
но для любой точки x ∈ (Hl \ f−k(Ml−1)), так как f(Hl) \ int f−k(Ml−1) ⊂ intMl в силу
пункта 1) утверждения 1.
По построению и предположению индукции, имеем Al ⊂ intMl ⊂
l⋃
j=1
W sOj . Сгладив
углы многообразия Ml, мы получим гладкое многообразие, являющееся искомой захваты-
вающей окрестностью аттрактора Al.
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Докажем второй пункт леммы. Покажем, что каждая компонента связности V мно-
жества M3 \ {A ∪ R} содержит в своем замыкании ровно по одной связной компоненте
множеств A, R. Предположим, что V содержит компоненты A1, . . . , Ak ⊂ A, и положим
Vj = f jmf (V ), U =
⋂
j∈N
Vj , где mf — такое натуральное число, что fmf (V ) = V . Так как V
принадлежит устойчивому многообразию множества
k⋃
i=1
Ai, то U =
k⋃
i=1
Ai. С другой сторо-
ны, U лежит в пересечении вложеных связных множеств {Vj}, а следовательно, связно, что
противоречит предположению.
2. Структура несущего многообразия
диффеморфизмов Φ(M 3)
Для доказательства теоремы 1 приведем необходимые вспомогательные утверждения.
Следующие два утверждения доказаны в работе [7].
Утверждение 2. Пусть Q, P — связные области в M3, граница ∂P области P
состоит из двух компонент связности B1, B2, таких, что B1 ⊂ Q, B2 ∩ (Q ∪ ∂Q) = ∅,
и B1 ограничивает область Q1 ⊂ Q. Тогда ∂Q ⊂ P .
Пусть Sg — ориентируемая поверхность рода g  0, ручно вложенная в связное ориен-
тируемое многообразие N3 с краем, состоящим из двух компонент B0, B1. Будем говорить,
что Sg разделяет B0 и B1, если B0, B1 лежат в разных компонентах связности множе-
ства N3 \ Sg.
Следствие 2. Sg не разделяет B0 и B1 тогда и только тогда, когда Sg ограничивает
в N3 область.
Утверждение 3. Пусть h1 : Sg× [0, 1] → N1 и h2 : Sg× [0, 1] → N2 — гомеоморфизмы.
Тогда
a) если N1 ∩ N2 = h1(Sg × {1}) = h2(Sg × {0}), то существует гомеоморфизм
H : Sg × [0, 1] → P1 ∪ P2,
b) если N1 ∩N2 = h1(Sg × {0, 1}) = h2(Sg × {0, 1}), то существует непрерывное отобра-
жение H : Q× [0, 1] → P1∪P2, такое, что ограничения H|Sg×(0,1), H|Sg×{0} и H|Sg×{1}
являются гомеоморфизмами.
Следующие важные утверждения доказаны в работе [6] (см. теоремы 3.1 и 3.3).2
Утверждение 4. Пусть Sg — ориентируемая поверхность рода g  0, ручно вло-
женная в многообразие P 3g′ , гомеоморное прямому произведению Sg′ × [0, 1]. Тогда Mg не
разделяет компоненты связности края P 3g′ .
Утверждение 5. Пусть многообразие P 3g гомеоморфно прямому произведению Sg×[0, 1],
Sg — ориентируемая поверхность рода g, ручно вложенная в P 3g и не ограничивающая
в нем область. Тогда Mg делит P 3g на две компоненты связности, гомеоморфные Sg×[0, 1].
2В работе [6] все вложения предполагаются гладкими, но результаты остаются верными и для
ручных вложений.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2014. T. 10. №4. С. 427–438
Гетероклинические кривые диффеоморфизмов Морса –Смейла 433
Доказательство теоремы 1.
Не уменьшая общности, предположим, чтоmf = 1 (в противном случае перейдем к рас-
смотрению диффеоморфизма fmf ).
Пусть V — компонента связности множества M3\(A∪R), A ⊂ A, R ⊂ R — компоненты
связности границы ∂V множества V . Так как A,R ручно вложенные поверхности, то суще-
ствуют окрестности Wa, Wr множеств A, B в M3 и гомеоморфизмы ha : Sga × [−1, 1] →Wa,
hr : Sgr × [−1, 1] → Wr, такие, что hr(Sga × {0}) = A, hr(Sgr × {0}) = R. Не уменьшая
общности, предположим, что gr < ga (в противном случае перейдем к рассмотрению отоб-
ражения f−1). Положим Nδ = hδ(Sgδ × [0, 1]), Bδ = hδ(Sgδ ×{1}) и, не уменьшая общности,
предположим, что Nδ ⊂ A ∪ V ∪R, δ ∈ {a, r}.
Покажем, что A и R гомеоморфны. Для этого вначале отметим, что существует нату-
ральное число n∗, такое, что B∗r = fn
∗
(Br) принадлежит intNa. Действительно, любая точ-
ка p ∈ Br принадлежит W sA, поэтому существуют замкнутая окрестность U(p) ⊂ Br точки p
и натуральное число n(p), такое, что fn(U(p)) ⊂ intNa для всех n > n(p). Из компактности
поверхности Br следует, что существует конечное подпокрытие покрытия {U(p)}p∈Br , тогда
существует натуральное число n∗, такое, что fn(Br) ⊂ intNa для любого n  n∗.
Покажем, что B∗r делит A и Ba в Na. Предположим противное. Тогда, в силу утвержде-
ния 2, B∗r ограничивает в Na область. Положим P = Na, Q = fn∗(Nr). Из утверждения 2
следует, что тогда A ⊂ Nr, что противоречит инвариантности A. Таким образом, B∗r де-
лит Nr. Тогда, в силу утверждения 4, получаем противоречие с предположением о том,
что ga < gr. Отсюда ga  gr. Применив аналогичные аргументы к Ba, получим, что gr  gr,
что доказывает равенство ga = gr. В силу произвольности выбора компонент A, R получаем,
что все компоненты связности множества A ∪R имеют один и тот же род gf .
Покажем теперь, что замыкание V множества V гомеоморфно Sgf × [0, 1]. Так как мно-
жество B∗r из предыдущего абзаца не ограничивает область в Na, то, в силу утверждения 5,
оно делит Na на две части, гомеоморфные Sgf × [0, 1]. Обозначим через P1 ту часть, кото-
рая ограничена A и B∗r . Тогда V = P1 ∪ fn∗(Nr), и, в силу первого пункта утверждения 3,
V гомеоморфно Sgf × [0, 1].
Докажем третье утверждение теоремы 1. Выберем произвольную компоненту связ-
ности K ⊂ A ∪ R. Из утверждения 3 следует, что существует непрерывное отображе-
ние Hf : Sgf × [0, 1] →M3, такое, что отображения Hf |Sgf×(0,1) : Sgf × (0, 1) → M3 \ K,
Hf |Sgf×{0} : Sgf × {0} → K, Hf |Sgf×{1} : Sgf × {1} → K являются гомеоморфизмами. По-
ложим Hf |Sgf×{0} = Hf,0 (Hf |Sgf×{1} = Hf,1) и τf = H
−1
f,0Hf,1 : Sgf → Sgf . Тогда, по построе-
нию, многообразие M3gf ,τf гомеоморфно многообразию M
3 при помощи гомеоморфизма H˜f ,
отображающего класс эквивалентности [(z, t)] точки (z, t) ∈ Sgf × [0, 1] в точку Hf (z, t). До-
казательство закончено.
3. Существование гетероклинических кривых
диффеоморфизмов из Φ(M 3)
В этом разделе приводится доказательство следствия 1. Для случая gf > 0 доказатель-
ство базируется на следующем утверждении из работы [3].
Утверждение 6. Пусть блуждающее множество диффеомрфизма f ∈ MS(M3) не
содержит гетероклинических кривых и Ωf состоит из rf седловых и lf узловых точек.
Тогда η
f
=
r
f
− l
f
+ 2
2 является целым неотрицательным числом и справедливы следующие
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утверждения:
1) если η
f
= 0, то M3 — 3-сфера,
2) если η
f
> 0, то M3 — связная сумма η
f
копий прямого произведения S0 × c сферы S0
на окружность c.
Действительно, при gf = 0 многообразие M3gf ,τf имеет универсальное накрытие, сле-
довательно, является неприводимым (любая ручно вложенная сфера S0 ограничивает шар
в M3gf ,τf ). Связная сумма многообразий S0 × c не является неприводимым многообразием,
поэтому при gf = 0 многообразие M3gf ,τf не гомеоморфно связной сумме многообразий S0×c,
и, следовательно, диффеоморфизм f ∈ Φ(M3gf ,τf ) имеет по крайней мере одну гетерокли-
ническую кривую.
Пусть теперь gf = 0 и компонента K0 ⊂ A ∪ R содержит более чем две периоди-
ческие точки. Для определенности предположим, что K0 ⊂ A. Обозначим через m на-
туральное число, такое, что fm(K0) = K0 и fm(p) = p для любой точки p ∈ Ωf ∩ K0.
Множество неблуждающих точек ΩK0 ограничения fm|K0 диффеоморфизма fm на K0 сов-
падает с множеством Ωf ∩ K0. Из формулы Лефшеца следует, что имеются источник α0
и седло σ0 ограничения fm|K0 , такие, что сепаратриса l ⊂W sσ0 точки σ0 принадлежит W uα0 .
Так как K0 — атррактор, то α0 ∈ Ω2f , σ0 ⊂ Ω1f . Тогда l является гетероклинической кривой
диффеоморфизма f .
4. Приложение: сепараторы в магнитном поле плазмы
Одним из основных аспектов магнитной гидродинамики (МГД) является взаимовлия-
ние движущейся проводящей среды и ее магнитного поля (для краткости будем называть
движущуюся проводящую среду плазмой). Это взаимное влияние отражено в следующем
уравнении индукции ∂
H
∂t
= rot
[
v H
]
+η∇2 H , которое является одним из основных уравне-
ний МГД. Здесь H — напряженность магнитного поля, v — скорость движения плазмы, η —
магнитная вязкость, обратная магнитному числу Рейнольдса (основные определения и по-
нятия МГД представлены в книгах [2, 11, 12] и обзоре [18]). Большое значение для развития
теории и ее приложений имела теорема Альвена [1, 2] о «вмороженности» магнитных си-
ловых линий в движущуюся идеально проводящую среду (силовые линии магнитного поля
движутся так, как если бы они были вморожены в плазму). Как следствие, при неслож-
ных и коротких по времени движениях плазмы топологическая структура магнитного поля
не меняется. Однако «вмороженность» силовых линий приводит к возможности появления
областей, границы которых в некоторых точках пространства близки, а магнитные поля об-
ластей вблизи этих границ имеют различные направления. Это влечет образование особых,
или нулевых, точек (точек, в которых магнитное поле обращается в нуль). В типичном слу-
чае собственные числа λ1, λ2 и λ3 в нулевой точке векторного поля H не равны нулю и удо-
влетворяют соотношению λ1+λ2+λ3 = 0, в силу равенства ∇· H = 0. С точки зрения теории
динамических систем, нулевая точка является консервативным седлом с двумя одномерны-
ми и одной двумерной сепаратрисами. В физической литературе часто одномерную сепара-
трису называют шипом, а двумерную — веерной поверхностью (см., например, [14, 15]). На
рисунке 2a изображены силовые линии магнитного поля в окрестности седловой точки. Ес-
ли силовая магнитная линия одномерной сепаратрисы направлена из нулевой точки, то все
магнитные линии на сепаратрисной поверхности направлены к нулевой точке, и наоборот.
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Рис. 2. Структура нулевой точки (a) и гетероклинический сепаратор (b).
В литературе по магнитной гидродинамике магнитное поле обычно представляется
индукцией магнитного поля B, которая связана с H соотношением B = μ H, где μ —
магнитная проницаемость среды.
Следуя [14, 15], будем называть магнитную линию, соединяющую две нулевые точки,
сепаратором. Сепаратор будем называть гетероклиническим, если он является трансвер-
сальным пересечением веерных поверхностей.
Топологическая структура магнитного поля определяется числом и типом нулевых то-
чек, взаимным расположением шипов и веерных поверхностей, а также линиями трансвер-
сального пересечения веерных поверхностей — гетероклиническими сепараторами. Экспе-
римент и наблюдения показывают, что эволюция структуры магнитного поля напоминает
релаксационные процессы: сперва достаточно продолжительное время плазма эволюциони-
рует спокойно, а затем быстро развивается перестройка магнитной конфигурации, сопро-
вождаемая процессами перезамыкания3 [10].
Таким образом, представляет интерес решение проблемы существования особых точек
и сепараторов, а также количества сепараторов при заданном расположении особенностей
магнитного поля. Объединение особенностей, шипов, веерных поверхностей и сепараторов
называется иногда скелетом магнитного поля, так как их конфигурация определяет топо-
логическую структуру поля. Ясно, что указанная проблема сперва должна рассматривать-
ся при спокойном движении плазмы, когда число особенностей и сепараторов не меняется
(то есть до перезамыкания). Для решения данной проблемы в плазме выделяется трехмер-
ное тело специального вида, и рассматривается движение, при котором все граничные ком-
поненты тела сдвигаются внутрь или наружу так, что после окончания движения все гра-
ничные компоненты «параллельны» исходным граничным компонентам (см. ниже точные
определения). Тогда движение плазмы можно понимать как диффеоморфизм трехмерного
тела. Поскольку в процессе движения топологическая структура магнитного поля, в силу
постановки задачи, не меняется, то для простоты естественно предположить, что внутри вы-
деленного тела скелет магнитного поля инвариантен относительно движения плазмы. Отме-
тим, что мы не требуем, чтобы все точки скелета были неподвижны, но их движение внутри
тела должно оставлять точки скелета на скелете. Мы также предполагаем, что нулевые точ-
ки являются гиперболическими точками не только для поля, но и для диффеоморфизма,
описывающего движение плазмы. Заметим однако, что, согласно теореме Купки –Смейла,
все периодические точки типичного диффеоморфизма компактного многообразия являются
гиперболическими [13]. Таким образом, можно считать, что мы рассматриваем только класс
типичных движений плазмы. Предложенный подход позволяет доопределить диффеомор-
физм, описывающий движение плазмы, на некоторое замкнутое трехмерное многообразие
3Иногда вместо термина перезамыкание используют термин пересоединение [14, 15].
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и таким образом применить методы и результаты теории динамических систем. При таком
подходе теряется информация о структуре магнитного поля вне выделенного трехмерного
тела, но, с другой стороны, мы получаем инструмент для исследования структуры поля
в некоторой части пространства. Кроме этого, фазовый портрет динамической системы на
полученном трехмерном многообразии дает представление о возможных реальных структу-
рах магнитных полей. Отметим, что постановка и метод решения приводят к задачам каче-
ственной теории динамических систем, решение которых имеет самостоятельный интерес.
Пусть Sg, S′g ⊂ R3 — гладко вложенные поверхности рода g  0. Обозначим через
N3 компактное подмножество пространства R3, ограниченное поверхностями Sg, S′g. Пусть
B31 , . . . , B
3
k ⊂ intN3 — шары с гладко вложенными границами S0,1, . . . , S0,k ⊂ intN3, k  2.
Положим M3g = N3 \
k⋃
i=1
intB3k.
Две гладкие поверхности Sg, S′g ⊂ R3 будем называть параллельными, если эти поверх-
ности ограничивают в R3 компактную область, гомеоморфную Sg × [0, 1].
Пусть B — магнитное поле в R3, M3g — компактное множество, такое, что ограниче-
ние B0 поля B на множество M3g имеет по крайней мере одну нулевую точку внутри M3g.
Будем предполагать, что поле B0 удовлетворяет следующим условиям:
1) Все нулевые точки поля B0 являются гиперболическими. В силу компактности M3g из
этого предположения следует, что B0 имеет конечное число нулевых точек.
2) Сепаратрисы одной и той же нулевой точки поля B0 не пересекаются.
3) Сепаратрисы различных нулевых точек поля B0, имеющих разные размерности, не
пересекаются, а двумерные сепаратрисы различных нулевых точек либо не пересека-
ются, либо пересекаются трансверсально.
4) Каждая сепаратриса l любой нулевой точки поля B0 либо не пересекает, либо пересе-
кает трансверсально границу ∂M3g множества M3g.
5) Если l ∩ ∂M3g непусто, то это пересечение состоит только из одной компоненты связ-
ности (точки, если dim l = 1, или кривой, если dim l = 2).
Динамика поля B индуцирует отображение f0 : M3g → R3. Будем называть отображе-
ние f0 компактифицируемым, если оно удовлетворяет следующим условиям:
a) f0 является сохраняющим ориентацию диффеоморфизмом M3g на f0(M3g), причем
неблуждающее множество диффеоморфизма f0 состоит из неподвижных гиперболи-
ческих точек, которые совпадают с нулями магнитного поля B0,
b) ∂f0(M3g) ∩ ∂M3g = ∅, при этом каждая граничная компонента K ⊂ ∂M3g параллель-
на f0(K),
c) имеется хотя бы одна сферическая граничная компонента, скажем S0,1, такая, что
f0(S0,1) ⊂ intM3g, и хотя бы одна сферическая граничная компонента, скажем S0,2,
такая, что f0(S0,1) ⊂ R3 \M3g,
d) веерные поверхности и шипы нулей поля B инвариантны относительно f0, нули по-
ля B0 неподвижны относительно f0, причем тип неподвижной точки диффеоморфиз-
ма f0 совпадает с типом нуля поля B0,
e) f0(Sg) ⊂ intM3g, f0(S′g) ⊂ R3 \ M3g.
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Отметим, что мы не требуем трансверсального пересечения силовых линий магнитного
поля B0 с граничными компонентами. Предложенная математическая модель с физической
точки зрения означает, что мы рассматриваем движение плазмы за промежуток времени,
в течение которого сохраняются особые точки с веерными поверхностями и шипами. Из
приведенных свойств вытекает, что сепараторы (если они существуют) инвариантны отно-
сительно f0 и их число (включая нуль) не меняется в течение наблюдаемого промежутка
времени.
Из условий a)–e) следует, что существует компактное ориентируемое многообразие M3,
содержащее подмножество M˜3g ⊂ M3, диффеоморфное M3g, и диффеоморфизм Морса –
Смейла f : M3 →M3, такой, что ограничение f |M˜3g топологически сопряжено с f0 и f |M3\M˜3g
не имеет гетероклинических кривых. Будем говорить, что движение f0 индуцирует диффе-
морфизм f . Тогда справедливость теоремы 2 вытекает из следствия 1.
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Heteroclinic curves of Morse – Smale cascades and separators in magnetic ﬁeld
of plasma
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We obtain properties of three-dimensional phase space and dynamics of Morse – Smale
diﬀeomorphism that led to existence of at least one heteroclinical curve in non-wandering set of
the diﬀeomorphism. We apply this result to solve a problem of existence of separators in magnetic
ﬁeld of plasma.
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